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Übungen zur Vorlesung

”
Mathematik im Querschnitt“

-Lösungsvorschlag-

1. Es handelt sich um die homogene lineare Differentialgleichung

y′′′ − 2 y′′ + 5 y′ = 0

dritter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Das charakteristische Polynom

χ(λ) = λ3 − 2λ2 + 5λ = λ
(
λ2 − 2λ+ 5

)
besitzt die einfache reelle Nullstelle λ1 = 0 sowie (unter Verwendung der Lösungsformel für qua-
dratische Gleichungen) die beiden konjugiert–komplexen Nullstellen

λ2,3 =
1

2

(
−(−2)±

√
(−2)2 − 4 · 5

)
=

1

2

(
2±

√
−16

)
= 1± 2 i.

Damit bilden nach Satz 2.15 der Vorlesung die Funktionen φ1, φ2, φ3 : R → R mit

φ1(x) = e0 = 1 , φ2(x) = ex cos(2x) , φ3(x) = ex sin(2x)

ein Fundamentalsystem von y′′′ − 2 y′′ + 5 y′ = 0 und für c1, c2, c3 ∈ R ist

φc1,c2,c3 = φ : R −→ R, φ(x) = c1 + c2 e
x cos(2x) + c3 e

x sin(2x)

die allgemeine Lösung der Differentialgleichung y′′′ − 2 y′′ + 5 y′ = 0, welche nun den gegebenen
Anfangsbedingungen y(0) = 0, y′(0) = −3 und y′′(0) = −11 anpaßt wird. Wegen

φ′(x) = c2 (e
x cos(2x)− 2 ex sin(2x)) + c3 (e

x sin(2x) + 2 ex cos(2x)) =

= (c2 + 2 c3) e
x cos(2x) + (−2 c2 + c3) e

x sin(2x)

und

φ′′(x) = (c2 + 2 c3) (e
x cos(2x)− 2 ex sin(2x))+

+ (−2 c2 + c3) (e
x sin(2x) + 2 ex cos(2x)) =

= (−3 c2 + 4 c3) e
x cos(2x) + (−4 c2 − 3 c3) e

x sin(2x)

für alle x ∈ R, ergibt sich aus den Anfangsbedingungen

y(0) = 0 : c1 + c2 · 1 + c3 · 0 = 0 ⇐⇒ c1 + c2 = 0

y′(0) = −3 : c2 + 2 c3 = −3

y′′(0) = −11 : −3 c2 + 4 c3 = −11,

woraus man c2 = 1 und c3 = −2 und c1 = −1 erhält. Folglich ist die Funktion

φ : R → R, φ(x) = −1 + ex cos(2x)− 2 ex sin(2x),

die Lösung des gestellten Anfangswertproblems.



2. Es handelt sich um die homogene lineare Differentialgleichung

y′′ − 2a y′ + b y = 0

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Das charakteristische Polynom

χ(λ) = λ2 − 2aλ+ b

besitzt gemäß der Lösungsformel für quadratische Gleichungen die Nullstellen

λ1 =
2a+

√
4a2 − 4b

2
= a+

√
a2 − b und λ2 =

2a−
√
4a2 − 4b

2
= a−

√
a2 − b

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

• Für a2 − b > 0 sind λ1, λ2 ∈ R mit λ1 ̸= λ2. O.E. sei λ1 ̸= 0.
Eine Lösung ist dann z.B.

φ(x) = eλ1 x, x ∈ R,

und für diese gilt lim
x→∞

φ(x) = ∞ (bei λ1 > 0) bzw. lim
x→−∞

φ(x) = ∞ (bei λ1 < 0). φ ist also

nicht beschränkt.

• Für a2 − b = 0 ist λ1 = λ2 = a ∈ R.

– Ist a ̸= 0, so gibt es wie oben eine unbeschränkte Lösung φ(x) = eax.

– Ist a = 0, so ist wegen a2−b = 0 auch b = 0 und φ(x) = x ist eine unbeschränkte Lösung.

• Für a2 − b < 0 sind

λ1 = a+
√

b− a2 i und λ2 = a−
√

b− a2 i

– Ist a ̸= 0, so ist z.B.

φ(x) = eax · cos(
√

b− a2 x), x ∈ R,

eine Lösung, die wegen a ̸= 0 nicht beschränkt ist, denn mit xn := 2π n√
b−a2

, n ∈ N, ist
φ(xn) = ea xn −→

n→∞
∞ falls a > 0; im Fall a < 0 wählt man xn = − 2π n√

b−a2
.

– Ist a = 0, so ist die allgemeine Lösung

φ(x) = c1 cos(
√
b x) + c2 sin(

√
b x), x ∈ R, mit c1, c2 ∈ R.

Da cos und sin beschränkte Funktionen sind, ist auch φ beschränkt.

Also sind insgesamt alle Lösungen beschränkt, nur wenn

a = 0, b > 0.

3. a) Aufgrund der Linearität der k− ten Ableitung, k = 1, ..., n, ist

(φ1 + φ2)
(n)(x) + an−1(φ1 + φ2)

(n−1)(x) + ...+ a1(φ1 + φ2)
′(x) + a0(φ1 + φ2)(x)

= φ
(n)
1 (x) + φ

(n)
2 (x) + an−1φ

(n−1)
1 (x) + an−1φ

(n−1)
2 (x) + ...

+ a1φ
′
1(x) + a1φ

′
2(x) + a0φ1(x) + a0φ2(x)

= b1(x) + b2(x), x ∈ R.

Also ist φ1 + φ2 Lösung von

y(n) + an−1y
(n−1) + ...+ a1y

′ + a0y = b1(x) + b2(x) . (⋆)



b) Wir betrachten die homogene lieare DGL

y′′ − 3y′ + 2y = 0, (⋆0)

sowie die beiden inhomogenen linearen DGL

y′′ − 3y′ + 2y = x, (⋆1)

y′′ − 3y′ + 2y = ex, (⋆2)

Allgemeine Lösung von (⋆0):
Das charakteristische Polynom von (⋆0)

χ(λ) = λ2 − 3λ+ 2 = (λ− 1) · (λ− 2)

hat die Nullstellen λ1 = 1 (reell, einfach) und λ2 = 2 (reell, einfach).
Die allgemeine Lösung von (⋆0) ist damit

φ(x) = φc1,c2(x) = c1e
1x + c2e

2x, x ∈ R, mit c1, c2 ∈ R.

Partikuläre Lösung von (⋆1):
Die rechte Seite von (⋆1) ist von der Form b(x) = p(x) ea x mit dem Polynom p(x) = x vom
Grad m = 1 und a = 0; da a = 0 keine Nullstelle von χ(λ) ist, ist also ist die Vielfachheit
α = 0.

Für die partikuläre Lösung φ1 von (⋆1) wählen wir also den Ansatz

φ1(x) = q1(x) e
ax = (sx+ r) e0x = sx+ r

mit dem Polynom q1(x) = sx+ r vom Grade m+ α = 1 + 0 = 1.
Es ist also dann

φ1(x) = sx+ r

φ′
1(x) = s

φ′′
1(x) = 0, jeweils x ∈ R.

Damit ist

φ1 Lösung von (⋆1) ⇐⇒ φ′′
1(x)− 3φ′

1(x) + 2φ1(x) = x ∀x ∈ R
⇐⇒ 0− 3s+ 2(sx+ r) = x ∀x ∈ R
⇐⇒ (2x− 1)x+ 2r − 3s = 0 ∀x ∈ R
⇐⇒ 2s− 1 = 0 ∧ 2r − 3s = 0

⇐⇒ s =
1

2
∧ r =

3

4
.

Also ist

φ1(x) =
1

2
x+

3

4
, x ∈ R,

eine partikuläre Lösung von (⋆1).

Partikuläre Lösung von (⋆2):
Die rechte Seite von (⋆2) ist von der Form b(x) = p(x) ea x mit dem Polynom p(x) = 1 vom
Grad m = 0 und a = 1; da a = 1 eine einfache Nullstelle von χ(λ) ist, ist also die Vielfachheit
α = 1.

Für die partikuläre Lösung φ2 von (⋆2) wählen wir also den Ansatz

φ2(x) = q2(x) e
ax = (sx+ r) ex = (sx+ r)ex



mit dem Polynom q2(x) = sx+ r vom Grade m+ α = 0 + 1 = 1.
Es ist also dann

φ2(x) = (sx+ r)ex

φ′
2(x) = sex + (sx+ r)ex

φ′′
2(x) = sex + sex + (sx+ r)ex = 2sex + (sx+ r)ex, jeweils x ∈ R.

Damit ist

φ2 Lösung von (⋆2) ⇐⇒ φ′′
2(x)− 3φ′

2(x) + 2φ2(x) = ex ∀x ∈ R
⇐⇒ 2sex + (sx+ r)ex − 3sex − 3(sx+ r)ex + 2(sx+ r)ex = ex ∀x ∈ R
⇐⇒ 2s+ (sx+ r)− 3s− 3(sx+ r) + 2(sx+ r) = 1 ∀x ∈ R
⇐⇒ −s = 1

⇐⇒ s = −1 (r beliebig).

Da r beliebig ist, wählen wir r = 0 und erhalten als partikuläre Lösung von (⋆2) dann

φ2(x) = −xex, x ∈ R.

Partikuläre Lösung von (⋆):
Nun ist nach a) dann

(φ1 + φ2)(x) = φ1(x) + φ2(x) =
1

2
x+

3

4
− xex, x ∈ R,

eine partikuläre Lösung von (⋆).

Allgemeine Lösung von (⋆):
Die allgemeine Lösung von (⋆) ist damit

φ(x) = c1e
x + c2e

2x +
1

2
x+

3

4
− xex, x ∈ R, mit c1, c2 ∈ R.

—————————————————————————————
Bemerkung:
Bei der Suche nach einer partikulären Lösung von (⋆2) hätten wir im Ansatz

φ2(x) = (sx+ r)ex = sxex + rex,

sofort r = 0 wählen können; denn, da x 7−→ rex eine Lösung der homogenen DGL (⋆0) ist,
gilt

x 7−→ sxex + rex ist Lösung von (⋆2) ⇐⇒ x 7−→ sxex ist Lösung von (⋆2).

—————————————————————————————

4. Wir bestimmen zuerst für festes a ∈ R die Lösung des AWP

y′′(x)− y(x) = −x+ 1 mit y(0) = 1, y′(0) = a

und suchen anschließend diejenigen a ∈ R, für die die Lösung die zusätzliche Bedingung y(1) = 2e
erfüllt.



Wir betrachten die inhomogene lineare lineare DGL

y′′ − y = −x+ 1 (∗)

sowie homogene lineare DGL

y′′ − y = 0. (∗0)

Allgemeine Lösung von (∗0):
Das charakteristische Polynom von (∗0)

χ(λ) = λ2 − 1 = (λ− 1) · (λ+ 1)

hat die Nullstellen λ1 = 1, λ2 = −1 (reell, einfach).
Die allgemeine Lösung von (∗0) ist damit

φc1,c2(x) = c1e
x + c2e

−x, x ∈ R, mit c1, c2 ∈ R.

Partikuläre Lösung von (∗):
Die rechte Seite von (∗) ist von der Form der Form b(x) = −x + 1 = p(x) ea x mit dem Polynom
p(x) = −x + 1 vom Grade m = 1 und a = 0; da a = 0 keine Nullstelle von χ(λ) ist, ist also die
Vielfachheit α = 0.

Für die partikuläre Lösung φp von (∗) wählen wir also den Ansatz

φp(x) = q(x) eax = (rx+ s) e0x = rx+ s

mit dem Polynom q(x) = rx+ s vom Grade m+ α = 1 + 0 = 1.
Es ist also dann

φp(x) = rx+ s

φ′
p(x) = r

φ′′
p(x) = 0, jeweils x ∈ R.

Damit ist

φp Lösung von (∗) ⇐⇒ φ′′
p(x)− φp(x) = −x+ 1 ∀x ∈ R

⇐⇒ 0− (rx+ s) = −x+ 1 ∀x ∈ R
⇐⇒ (−r + 1)x+ (−s− 1) = 0 ∀x ∈ R
⇐⇒ r = 1 ∧ s = −1.

Also ist
φp(x) = x− 1, x ∈ R,

eine partikuläre Lösung von (∗) (was man auch erraten und dann durch Einsetzen hätte überprüfen
können).

Allgemeine Lösung von (∗):
Die allgemeine Lösung von (∗) ist damit

φ(x) = c1e
x + c2e

−x + x− 1, x ∈ R, mit c1, c2 ∈ R.

Lösung des AWP:
Es ist

φ′(x) = c1e
x − c2 e

−x + 1, x ∈ R.



Wir bestimmen nun für festes a ∈ R die Konstanten c1, c2 ∈ R so, daß die Anfangsbedingungen
y(0) = 1 und y′(0) = a erfüllt sind. Es ergibt sich

y(0) = 1 ⇐⇒ c1 + c2 − 1 = 1 ⇐⇒ c1 + c2 = 2

y′(0) = a ⇐⇒ c1 − c2 + 1 = a ⇐⇒ c1 − c2 = a− 1.

Dieses lineare Gleichungssystem in c1, c2 hat die eindeutig bestimmte Lösung

c1 =
a+ 1

2
, c2 = 2− a+ 1

2
=

3− a

2
.

Also ist

φ(x) =
a+ 1

2
ex +

3− a

2
e−x + x− 1, x ∈ R,

Lösung des AWP.

Diese Lösung erfüllt nun wegen

φ(1) = 2e ⇐⇒ a+ 1

2
e1 +

3− a

2
e−1 + 1− 1 = 2e

⇐⇒ a+ 1

2
e2 +

3− a

2
= 2e2

⇐⇒ a ·
(e2
2

− 1

2

)
= 2e2 − 1

2
e2 − 3

2

⇐⇒ a · e
2 − 1

2
=

3

2

(
e2 − 1

)
⇐⇒ a = 3

genau dann die zusätzliche Bedingung y(1) = 2e, wenn a = 3 gilt; in diesem Fall ergibt sich als
Lösungsfunktion

φ(x) = 2 ex + x− 1, x ∈ R.


