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-L6sungsvorschlag-

1. Es handelt sich um die homogene lineare Differentialgleichung
Y —2y"+5y =0
dritter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Das charakteristische Polynom
XA) =N =2 X +5A =1 (A\? —2)+5)

besitzt die einfache reelle Nullstelle \; = 0 sowie (unter Verwendung der Losungsformel fiir qua-
dratische Gleichungen) die beiden konjugiert—-komplexen Nullstellen

Aos = % (—(—2) +/(—2)2—4. 5) - % (24 V=16) = 1 £ 2i.

Damit bilden nach Satz 2.15 der Vorlesung die Funktionen ¢, @2, ¢3 : R = R mit
pi(x)=e"=1 |, @o(z) =e"cos(2z) , 3(x)=e"sin(22)
ein Fundamentalsystem von y”' —2y” + 53 = 0 und fiir ¢1,c2,c3 € R ist
Geremes =9 R — R, p(x) =1 + c2€” cos(2x) + c3 €” sin(2x)

die allgemeine Losung der Differentialgleichung 3" — 24” + 54/ = 0, welche nun den gegebenen
Anfangsbedingungen y(0) = 0, ¢'(0) = —3 und y”(0) = —11 anpafit wird. Wegen

¢ (2) = c2 (e cos(2x) — 2 ¥ sin(22)) + c3 (e” sin(2x) + 2 €” cos(2x)) =
= (ca + 2¢3) €” cos(2x) + (—2 ¢ + ¢3) €” sin(2x)

und

" (x) = (c2 + 2¢3) (e” cos(2z) — 2 €% sin(2z)) +
+ (—2c2 + ¢3) (e* sin(2z) + 2 €” cos(2x)) =
=(—3ca+4c3)e’ cos(2x) + (—4ca — 3¢3) €”sin(2x)

fiir alle z € R, ergibt sich aus den Anfangsbedingungen

y(0)=0 : c14+c-1+c3-0=0=>c¢;+c2=0
y'(0)=-3 : cg+2c3=-3
y"(0)=—11 : —3co+4c3=—11,
woraus man co = 1 und c¢3 = —2 und ¢; = —1 erhélt. Folglich ist die Funktion

o:R—=R, ¢(x)=—-14+¢€"cos(2x)—2e"sin(2x),

die Losung des gestellten Anfangswertproblems.



2. Es handelt sich um die homogene lineare Differentialgleichung
y' —2ay +by=0
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Das charakteristische Polynom
xA) =X —2a\+b

besitzt geméB der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen die Nullstellen

M und A =

2a 4+ V4a? — 4b 2a — V4a? — 4b
_ et 2a :a—l-\/m a 2@ :a—m

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

o Fiir a®> —b > 0 sind Aj, A\ € R mit Ay # Ag. O.E. sei \; # 0.
Eine Losung ist dann z.B.
o(z) = M r €R,

und fiir diese gilt lim @(z) = oo (bei A1 > 0) bzw. lim ¢(x) = oo (bei A\ < 0). ¢ ist also
T—r00 T—r—00
nicht beschrénkt.
e Fira> —b=0ist \y =Xy =a €R.
— Ist a # 0, so gibt es wie oben eine unbeschriankte Losung ¢(x) = e®*.

— Ist a = 0, so ist wegen a?—b = 0 auch b = 0 und ¢(z) = = ist eine unbeschrinkte Losung.

e Fiir a2 — b < 0 sind

M=a+Vb—a?2i und M =a—Vb—a2i

— Ist a # 0, so ist z.B.

o(x) = €™ - cos(vVb—a’x), z €R,

eine Losung, die wegen a # 0 nicht beschriankt ist, denn mit z,, := \/2%, n € N, ist
o(r,) = €™ — oo falls @ > 0; im Fall @ < 0 wiihlt man x, = ——222_
n—00 b—a

— Ist a =0, so ist die allgemeine Losung
o(z) = c1cos(Vba) + cosin(vVbx), z€R, mit cp,co € R.
Da cos und sin beschréinkte Funktionen sind, ist auch ¢ beschrankt.
Also sind insgesamt alle Losungen beschrinkt, nur wenn

a=0, b>0.

3. a) Aufgrund der Linearitit der k— ten Ableitung, k = 1, ..., n, ist

(01 + ©2) " (@) + an—1(p1 + 2) "V (@) + ..+ a1 (o1 + 92) (2) + ao(1 + 92) (@)

— (pgn) (x) + sagn) (x) + an,lgognfl)(x) + an,lgognfl)(x) + ...

+ a1 (z) + a195(x) + aop1(z) + aop2(z)
=bi(x) + b2(z), xe€R.

Also ist 1 4+ 9 Losung von

Y™ 4 a1y Y 4+ a1y 4 agy = by () + ba(z) . (%)



b) Wir betrachten die homogene lieare DGL
" /
y' =3y +2y =0, (*0)
sowie die beiden inhomogenen linearen DGL
y' =3y +2y=u, (x1)

y' =3y +2y=e", (%2)

Allgemeine Losung von (xq):
Das charakteristische Polynom von (%)

XA =A2=3x+2=A-1)-(A—2)

hat die Nullstellen A\; = 1 (reell, einfach) und Ay = 2 (reell, einfach).
Die allgemeine Losung von (xg) ist damit

O(x) = Pey,e0(x) = cret® + 02621, x €R, mitcy,e €R.

Partikuldre Losung von (x1):

Die rechte Seite von (x1) ist von der Form b(z) = p(z) e** mit dem Polynom p(x) = = vom
Grad m = 1 und a = 0; da a = 0 keine Nullstelle von x(\) ist, ist also ist die Vielfachheit
a=0.

ax

Fiir die partikulidre Losung ¢ von (x1) withlen wir also den Ansatz
o1(x) = qi(z) e®® = (sx + 1) e = sz 47

mit dem Polynom ¢;(z) = sx +r vom Grade m+a=1+0=1.
Es ist also dann

o1(z) =sz+r
pi(z) =s
o (x) =0, jeweils x € R.
Damit ist
@1 Losung von (1) <= ¢f(x) — 3¢} (z) +2¢1(x) =2z Yz € R
<~ (2z—-1)z+2r—3s=0 VzeR
<— 2s—1=0 A 2r—3s=0
A 1 A 3
S = — r=—.
2 4
Also ist
(w)_liﬁ—i-é zeR
or(z) = Sz + 7, ,

eine partikuldre Losung von ().

Partikuldre Losung von (x2):

Die rechte Seite von (x2) ist von der Form b(z) = p(z)e** mit dem Polynom p(z) = 1 vom
Grad m = 0 und a = 1; da a = 1 eine einfache Nullstelle von x () ist, ist also die Vielfachheit
a=1

Fiir die partikulére Losung @2 von (x2) wihlen wir also den Ansatz

pao(z) = q2(z) €™ = (sx +71)e” = (sx +r)e”



mit dem Polynom ¢s(z) = sx +r vom Grade m +a=0+1= 1.
Es ist also dann

wo(x) = (s +1)e”
oh(x) = se® + (sx +7)e”
oh(x) = se” + se” + (s +1)e” = 2se” + (sz +71)e”, jeweils z € R.

Damit ist
2 Losung von (x2) <= h(z) — 3ph(z) + 2pa(x) =€ Vr € R
< 2se” 4 (sx +r)e’ —3se” —3(sx +r)e” +2(sx+1)e’ =e® VreR
< 25+ (sz+7r)—3s—3(sz+7r)+2sz+r)=1VreR
— —-s=1
—= s=-1 (r beliebig).

Da r beliebig ist, wihlen wir 7 = 0 und erhalten als partikulidre Losung von (x2) dann
p2(z) = —ze®, xR

Partikuldre Losung von (%):
Nun ist nach a) dann

1 3
(o1 +@2)(x) = p1(x) + p2(x) = 2T+ ze®, xeR,

eine partikuldre Losung von (x).

Allgemeine Losung von (%):
Die allgemeine Losung von (x) ist damit

1 3
p(r) = cre” + coe® + 51’ + 1 ze®, xr €R, mitcy,co € R

Bemerkung:
Bei der Suche nach einer partikulidren Losung von (%) hétten wir im Ansatz

pa(x) = (sz +1)e’ = sxe® + re”,

sofort r = 0 wéhlen kénnen; denn, da x — re® eine Losung der homogenen DGL (%q) ist,
gilt

x +— sze” +re® ist Losung von (x2) <= x+— sze® ist Losung von (x2).

4. Wir bestimmen zuerst fiir festes a € R die Losung des AWP

y'(@)—yl@) = —z+1  mity(0)=1,¢'(0)=a

und suchen anschliefend diejenigen a € R, fiir die die Losung die zusétzliche Bedingung y(1) = 2e
erfiillt.



Wir betrachten die inhomogene lineare lineare DGL
1
y'—y=-xz+1 (%)
sowie homogene lineare DGL
y'—y=0. (*0)

Allgemeine Losung von (xq):
Das charakteristische Polynom von (%)

XA =X —-1=A=-1)-(A+1)

hat die Nullstellen A\; = 1, Ao = —1 (reell, einfach).
Die allgemeine Losung von (xg) ist damit

T

Gereo(T) = c1€” + e, x € R, mit ¢,e0 €R.
Partikulére Losung von (x):
Die rechte Seite von (x) ist von der Form der Form b(z) = —z + 1 = p(x) e®® mit dem Polynom

p(z) = —z + 1 vom Grade m = 1 und a = 0; da a = 0 keine Nullstelle von x () ist, ist also die
Vielfachheit oo = 0.

Fiir die partikuldre Losung ¢, von (*) wéhlen wir also den Ansatz
op(z) = q(x) e = (rx +5) " =rx +s

mit dem Polynom ¢(z) = rz + s vom Grade m+a=1+0=1.
Es ist also dann

Sop(x) =rr—+s
op(x) =7
@p(z) =0, jeweils z € R.
Damit ist
¢p Losung von (x) <= Spg(x) —pp(z) = —z+1 VzeR
— O0—(re+s)=-x+1VzeR
<~ (-r+1lz+(-s—1)=0VzeR
= r=1 A s=—1.
Also ist

pp(z) =2—1, z€R,

eine partikuldre Losung von (%) (was man auch erraten und dann durch Einsetzen hétte iiberpriifen
konnen).

Allgemeine Losung von (x):
Die allgemeine Losung von () ist damit

o) =cre®+ e+ —1, r€R, mitecp, e €R.

Losung des AWP:
Es ist

o) =cre® —coe ™ +1, x€eR.



Wir bestimmen nun fiir festes a € R die Konstanten c;,c2 € R so, dafl die Anfangsbedingungen
y(0) =1 und y'(0) = a erfiillt sind. Es ergibt sich

y(O):l << c1t+c—1=1 < c1+cx=2

Y0)=a <= c1—-cw+l=a <= c—co=a—1.

Dieses lineare Gleichungssystem in ¢y, co hat die eindeutig bestimmte Losung

a+1 9 a+1 3—a
C1 = Co = — = .
T ? 2 2
Also ist 41 5
go(ac):a2 e’ + zae_x—i-x—l, x € R,
Losung des AWP.
Diese Losung erfiillt nun wegen
1 3—
o(1) = 2¢ a;r el + 2a6_1+1—1:2e
1 _
a+1l 5 3 a_ 52
2 2
2
e 1 1 3
= —— =) =2%—-e* -2
¢ (2 2> © T2 T
2
e“—1 3, 9
= a— 25(6 -1)
= a=3

genau dann die zusétzliche Bedingung y(1) = 2e, wenn a = 3 gilt; in diesem Fall ergibt sich als
Losungsfunktion
o) =2e"+x -1, wck



